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RESUMO

A otimização topológica busca a melhor 
distribuição de material em um domí-
nio de projeto, representando uma 

ferramenta computacional promissora para a 
concepção de estruturas mais leves e susten-
táveis. Na construção em concreto, sua aplica-
ção tem grande relevância, especialmente para 
a redução da pegada de carbono desse setor. 
Neste trabalho, aplica-se a otimização topoló-
gica para a geração de modelos simplificados 
de bielas e tirantes para um pilar com consolo 
e uma viga-parede, com vistas a auxiliar o di-
mensionamento por parte do projetista. Obser-
va-se que os modelos gerados são fortemente 
influenciados pela geometria e pelas condições 
de carregamento, exigindo análise específica 
para cada projeto. Além disso, demonstra-se 
que a ferramenta implementada permite a iden-
tificação de regiões menos desfavoráveis para 
o posicionamento de aberturas, contribuin-
do para um consumo mais racional de aço no  
concreto armado.

Palavras-chave: otimização topológica, mode-
los de bielas e tirantes, simp, método dos ele-
mentos finitos, concreto armado.

1.	 INTRODUÇÃO
Diante das crescentes preocupações 

com a sustentabilidade na construção civil 
e seu papel no combate às mudanças cli-
máticas, diversas pesquisas têm sido feitas 
para reduzir a pegada de carbono associa-
da ao setor. Segundo o relatório da United 
Nations Environment Programme (UNEP), 
a construção e a operação de edifícios fo-
ram responsáveis por 34% das emissões 
de CO2 em escala global em 2023, sendo 

aproximadamente 8% provenientes da 
produção de materiais de construção civil 
(UNEP, 2025), o que reforça a necessidade 
de mudanças. Entre os principais contri-
buintes pelas emissões de gases de efei-
to estufa estão o concreto, cuja produção 
demanda grande quantidade de cimento, 
e o aço, materiais que constituem os ele-
mentos fundamentais das estruturas de 
concreto armado. Nesse contexto, alguns 
avanços têm sido feitos para mitigar os 
impactos ambientais, como o uso de con-
cretos de baixo carbono, a utilização de 
agregados reciclados, a incorporação de 
materiais cimentícios suplementares e a 
aplicação de materiais de elevado desem-
penho estrutural, como o concreto de ultra 
alto desempenho (UHPC) e o concreto re-
forçado com fibras (FRC).

Além das possibilidades citadas, uma 
estratégia promissora é a adoção de téc-
nicas de otimização estrutural, que busca 
reduzir o consumo de material sem com-
prometer a segurança. Com isso, há uma 
redução dos impactos ambientais e dos 
custos associados à produção de materiais, 
o que é de interesse para o setor produtivo. 
Dentre as abordagens de otimização estru-
tural, destaca-se a otimização topológica 
(OT), definida como a busca pela melhor 
distribuição de material no domínio de pro-
jeto, removendo material das regiões me-
nos solicitadas. A OT pode ser aplicada no 
projeto de estruturas complexas, auxiliando 
o projetista no dimensionamento.

As técnicas de OT para domínios contí-
nuos surgiram no final da década de 1980, 
com o método de homogeneização pro-
posto por Bendsøe e Kikuchi (1988). Isso 
foi possível graças ao desenvolvimento dos 
computadores acoplado ao advento de 

métodos numéricos, como o Método dos 
Elementos Finitos (MEF). Em seguida, ou-
tras abordagens foram propostas, incluindo 
métodos de densidade, evolucionários e 
baseados na variação do contorno. Neste 
trabalho, utiliza-se o método Solid Isotropic 
Material with Penalization (SIMP), introdu-
zido por Bendsøe (1989) e que distribui o 
material sobre o domínio de forma a obter 
a estrutura mais rígida possível.

Uma revisão abrangente sobre as apli-
cações da OT para sistemas construtivos 
em concreto pode ser encontrada em 
Stoiber e Kromoser (2021), que identifica-
ram como principais áreas de aplicação a 
geração de modelos de bielas e tirantes e 
a modelagem multimaterial. No entanto, 
outras áreas também se destacam, como 
a consideração de múltiplos casos de car-
regamento, a imposição de restrições de 
tensão, além de abordagens envolvendo 
aspectos estéticos, protensão e impressão 
3D de concreto. Os autores destacaram 
algumas particularidades da aplicação da 
OT a estruturas de concreto, exigindo cui-
dados especiais na modelagem devido ao 
seu comportamento mecânico complexo, 
com acentuada não linearidade material e 
assimetria entre as resistências à tração e 
à compressão.

Assim, este trabalho tem como obje-
tivo exemplificar a aplicação da OT em 
projetos estruturais de concreto armado, 
visando auxiliar na geração de modelos 
de bielas e tirantes. Para isso, são estu-
dados dois exemplos com o intuito de 
evidenciar a importância da adoção de 
um modelo específico em função da geo-
metria e das condições de carregamen-
to. Além disso, investiga-se a influência 
do posicionamento de aberturas em uma  
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viga-parede sobre a configuração do 
modelo de bielas e tirantes e o consumo 
estimado de armadura.

2.	 MODELOS DE BIELAS E TIRANTES
Os modelos de bielas e tirantes surgi-

ram como uma generalização da analogia 
de treliça feita por Ritter e Mörsch, per-
mitindo a idealização do mecanismo de 
transferência de forças em elementos de 
concreto fissurados. Nesses modelos, os 
tirantes são representados pela armadura 
tracionada e as bielas por elementos com-
primidos de concreto. Em grande parte 
dos projetos de engenharia, as hipóteses 
de cálculo que baseiam os métodos tradi-
cionais de dimensionamento são adequa-
das. Contudo, para as chamadas regiões D, 
marcadas por descontinuidades geométri-
cas ou mecânicas, como consolos curtos, 
blocos de fundação e nós de pórtico, a hi-
pótese de Euler-Bernoulli deixa de ser váli-
da, havendo uma distribuição não linear de 
deformações na seção transversal. Neste 
caso, o uso de modelos de bielas e tirantes 
é justificado por normas técnicas, como a 
ABNT NBR 6118:2023 (ABNT, 2023), para 
simplificar o dimensionamento. Assim, 
para estruturas complexas, a otimização 
topológica constitui uma ferramenta útil 
para a geração automática de modelos de 
bielas e tirantes, evitando o processo de 
tentativa e erro devido à falta de experiên-
cia prévia do projetista. Isso é possível por-
que, para uma estrutura contínua em esta-
do plano de tensão, a configuração ótima 
gerada pela OT tende a ser similar a uma 
treliça. Dessa forma, o resultado da OT for-
nece uma configuração aproximada das 
bielas e dos tirantes, cabendo ao projetista 
a definição final do modelo e o dimensio-
namento (Liang; Xie; Steven, 2000).

3.	 OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA
Apresentam-se brevemente alguns 

conceitos envolvidos na formulação do 
MEF, seguidos dos principais equaciona-
mentos do método SIMP. 

3.1	 Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos é um 
método numérico amplamente utilizado 
para simulações estruturais, sendo incor-
porado em diversos softwares comerciais 
empregados por projetistas. Ele é baseado 

na subdivisão do domínio em elementos, 
transformando o problema originalmente 
contínuo em discreto. Assim, é possível 
obter soluções aproximadas por meio de 
um número finito de parâmetros nodais, 
como os deslocamentos, que constituem 
as incógnitas do problema.

Para domínios planos discretizados em 
elementos finitos triangulares, tem-se um 
sistema de coordenadas adimensionais 
(ξ1, ξ2) definido para cada elemento, com  
ξi ∈ [0,1], sendo a direção dada por i = 1,2.  
A Figura 1 ilustra um elemento triangular 
de aproximação linear, contendo 3 nós 
(elemento T3), no espaço das coordenadas 
adimensionais.

Assim, os deslocamentos  de um 
ponto qualquer podem ser interpolados 
a partir dos deslocamentos nodais  do 
elemento finito, conforme a Equação 1 em 
notação indicial. Para isso, utilizam-se as 
funções de forma fl, com l = 1,2,3 indicando 
o nó do elemento sobre o qual a função 
é definida. A função de forma é unitária 
em seu nó de base e nula nos demais nós  
do elemento.

[1]
A formulação do MEF pode ser direta-

mente deduzida a partir de teoremas de 
energia (Soriano, 2003). A energia interna 
reflete-se pela matriz de rigidez K, a qual, 
multiplicada pelos deslocamentos do cor-
po, deve ser igual ao vetor de forças exter-
nas , como mostra a Equação 2.

[2]

3.2	 Método SIMP

O método SIMP associa a cada ele-
mento finito uma grandeza adimensional  
ρ ∈ [0,1] denominada densidade, que indi-
ca se o elemento está vazio ou sólido. Essa 
grandeza, elevada a um parâmetro p = 3, 
realiza uma penalização da matriz cons-
titutiva elástica original D0, resultando na 
matriz constitutiva efetiva D conforme a 
Equação 3.

[3]
O problema de otimização é definido 

pela Equação 4, cuja função a ser minimi-
zada é a flexibilidade c, dada pelo trabalho 
das forças externas, e as variáveis de proje-
to são as densidades dos elementos. Como 
restrições, tem-se o equilíbrio da estrutura, 
além de que o volume de material  não 
deve superar o volume final prescrito .

[4]

A Equação 5 mostra o cálculo do gra-
diente da função objetivo em relação às 
densidades, sendo o índice sobrescrito el 
referente às grandezas do elemento ana-
lisado. Para atualizar as densidades, utili-
za-se um critério de otimalidade com es-
quema de filtro apresentado por Sigmund 
(2001) a partir do gradiente calculado. 
Dessa forma, o método SIMP é capaz de 
redistribuir o material ao longo do domínio 
até que as mudanças nas densidades se-
jam suficientemente pequenas.

[5]

4.	 RESULTADOS NUMÉRICOS
Apresentam-se dois exemplos de apli-

cação da OT a estruturas de concreto ar-
mado, sendo um pilar com consolo e uma 
viga-parede. As formulações foram im-
plementadas em código computacional 
desenvolvido em linguagem FORTRAN, 
estando os códigos-fonte disponíveis aos 
interessados de forma gratuita sob de-
manda aos autores. Para ambos os casos, 
adotaram-se, para o concreto, módulo de 
elasticidade de 28,567 GPa e coeficiente 
de Poisson de 0,15.

FIGURA 1
Representação de um elemento 
finito T3 no espaço das 
coordenadas adimensionais
Fonte: Elaborado pelos autores
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4.1	 Pilar com 
	  consolo

Tem-se, neste 
exemplo, um pilar 
de 2,7 m de altura 
contendo um con-
solo de 70 cm de 
altura e 60 cm de 
comprimento, com 
uma força vertical 
de 500 kN, con-
forme a Figura 2. 
Utilizou-se uma 
malha composta 
por 8850 elemen-
tos T3, consideran-
do estado plano de 
tensão e espessura 
de 30 cm. Para o 
método SIMP, ado-
tou-se um volume 
final igual a 40%  
do inicial.

A Figura 3 
mostra o resulta-
do da OT, com as cores preto e cinza 
claro denotando presença e ausência 
de material, respectivamente. Observa-
-se que a configuração da estrutura é 
semelhante a um conjunto de barras de 
treliça. Para verificação de precisão, são 

incluídos na Figura 3 os resultados obti-
dos por Bruggi (2009) usando o SIMP e 
por Almeida, Simonetti e Oliveira Neto 
(2013) usando um método evolucionário 
suavizado denominado SESO, havendo 
boa correspondência entre as soluções. 

É possível visualizar o fluxo das tensões 
principais de tração e de compressão na 
Figura 4, a partir da qual se observam 
claramente as bielas e os tirantes.

A partir da solução da OT, cons-
truiu-se o modelo simplificado de bielas  

FIGURA 2
Esquema do pilar com consolo 
e detalhe da malha utilizada 
(dimensões em cm)
Fonte: Elaborado pelos autores

FIGURA 3
Comparação entre os resultados obtidos pelos 
autores (a) e por trabalhos da literatura usando 
os métodos SIMP (b) e SESO (c)
Fonte: Elaborado pelos autores (a), Bruggi (2009) (b) e Almeida, Simonetti e Oliveira Neto 

(2013) (c)

A B C

FIGURA 4
Tensões principais de tração (a) e de compressão 
(b) para a estrutura resultante (valores em GPa)
Fonte: Elaborado pelos autores

A B FIGURA 5
Modelos simplificados de bielas e tirantes para 
o pilar com um (a) e dois consolos, para forças 
simétricas (b) e assimétricas (c). As linhas 
contínuas representam os tirantes, e as tracejadas, 
as bielas
Fonte: Elaborado pelos autores

A B C
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e tirantes mostrado na Figura 5(a).  
Destaca-se que esse modelo pode au-
xiliar o projetista na definição de um 
modelo final, mas deve ser adaptado 
para o dimensionamento. Por exemplo, 
observa-se que as barras não formam 
uma treliça isostática e sua disposição 
dificulta o posicionamento da armadura 
do ponto de vista prático. Além disso, é 
necessário verificar as tensões nas bielas 
e nos nós, bem como o comprimento de 
ancoragem da armadura. 

Para verificar a influência da geome-
tria e do carregamento sobre o mode-
lo gerado, a análise topológica foi efe-
tuada para um pilar com dois consolos, 
considerando carregamento simétrico e 
assimétrico. Para a segunda situação, a 
força aplicada no consolo esquerdo foi 
de 250 kN. Os resultados são mostrados 
na Figura 5(b-c), evidenciando a depen-
dência da solução em relação às con-
dições do problema. Logo, os modelos 
de bielas e tirantes devem ser estuda-
dos especificamente para cada situação  
de projeto.

Cabe destacar que nos modelos da 
Figura 5 removeu-se material da região 
menos solicitada dos consolos. Seria 
possível remover mais material do inte-
rior da estrutura, porém isso é dificul-
tado por questões construtivas e pelo 

comportamento 
não linear do con-
creto. Entretan-
to, para situações 
específicas de 
carregamento e 
usando concretos 
de alto desempe-
nho, a fabricação 
de uma estrutura 
topologicamente 
otimizada é viabi-
lizada por técni-
cas de manufatura 
aditiva. Portanto, 
a OT apresenta 
potencial para a 
concepção de ele-
mentos de geo-
metria complexa 
em concreto com 
reduzido consumo 
de material.

4.2	 Viga-parede com abertura

Considera-se uma viga-parede de 
10 m de comprimento e 7 m de altura 
submetida a duas forças concentradas 
de 100 kN na borda superior, conforme 
a Figura 6. Para verificar o efeito de di-
ferentes posicionamentos de aberturas, 

arbitraram-se nove opções de aberturas 
quadradas com 1,5 m de lado. As malhas 
usadas são compostas por 8672 ele-
mentos T3, considerando estado plano 
de tensão e espessura de 20 cm. Para 
o método SIMP, adotou-se um volume 
final igual a 30% do inicial. Este exem-
plo é inspirado em painéis de fachada, 
largamente utilizados pela indústria de 
concreto pré-fabricado. Destaca-se que 
a industrialização da construção civil é 
outra estratégia para reduzir a pegada 
de carbono desse setor.

Os resultados da OT são apresenta-
dos na Figura 7, na qual as cores ver-
melho e azul denotam presença e au-
sência de material, respectivamente. 
Para as aberturas nas posições 4, 7, 8 
e 9, não houve alteração em relação à 
estrutura maciça, sendo por isso omi-
tidos os resultados. Observa-se que a 
presença das aberturas na direção do 
fluxo das tensões principais gerou uma 
modificação significativa na configura-
ção das barras, principalmente para as 
posições 1, 2 e 6. Essas modificações 
são caracterizadas pelo aparecimento 
de tirantes transversais às bielas no en-
torno da abertura. Para as aberturas nas 
posições 3 e 5, o resultado é similar à 
estrutura maciça. Contudo, a presença 
da abertura gerou um estreitamento da 

FIGURA 6
Esquema da viga-parede com nove possibilidades 
de abertura e detalhe da malha utilizada 
(dimensões em cm)
Fonte: Elaborado pelos autores

FIGURA 7
Configuração final da estrutura para os casos sem abertura (a) e 
com abertura nas posições 1 (b), 2 (c), 3 (d), 5 (e) e 6 (f)
Fonte: Elaborado pelos autores
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biela diagonal, levando a uma concen-

tração de tensões que deve ser avaliada 

na etapa de verificação, possivelmente 

exigindo reforço.

A partir das soluções da Figura 7, 

construíram-se os modelos de bielas e 

tirantes apresentados na Figura 8. Mes-

mo com as simplificações dos modelos, 

fez-se uma estimativa da área de aço 

necessária para cada tirante, a partir da 

força de tração nas barras. Essa força, 

mostrada na Figura 8, foi calculada mul-

tiplicando o valor médio das tensões 

principais de tração pela área da seção 

transversal obtida da OT. Assim, ado-

tando aço CA-50, com valor de cálculo 

da tensão de escoamento (fyd ) igual a  

43,5 kN/cm², foram calculadas as 

áreas necessárias para cada barra por 

meio da Equação 6, na qual As é a 

área de aço e FSd é a força solicitante  

de cálculo.

[6]

A Tabela 1 apresenta a comparação 

do volume total de aço para cada confi-

guração, bem como a diferença relativa 

percentual em relação à viga maciça. 

Os maiores volumes correspondem às 

configurações 2 e 6, com aumento de 

consumo da ordem de 25%, indicando 

posições mais desfavoráveis para a lo-

calização de aberturas nesse modelo. 

Já as posições 1 e 3 levaram a aumentos 

de cerca de 11% e 15%, respectivamente. 

Dessa forma, com base nos resultados 

apresentados neste exemplo, a pagina-

ção de painéis de fachada pode ser al-

terada de forma inteligente em função 

do posicionamento de aberturas, como 

portas e janelas, para promover a redu-

ção do consumo de aço.

5.	 CONCLUSÕES
Neste trabalho, foram apresentados 

dois exemplos de aplicação da otimi-

zação topológica à determinação de 

modelos de bielas e tirantes em estru-

turas de concreto armado. Utilizou-se 

o método SIMP juntamente com análi-

se por meio do MEF, o que se mostrou 

eficaz na geração de modelos simplifi-

cados para auxiliar o dimensionamento.  

FIGURA 8
Modelos simplificados de bielas e tirantes, com os valores das forças 
nos tirantes em kN. As linhas contínuas representam os tirantes, e as 
tracejadas, as bielas
Fonte: Elaborado pelos autores

Posição
Volume 
de aço
(cm³)

Diferença 
relativa 

percentual 
(%)

Sem 
abertura 888 0,0

1 986 11,0
2 1097 23,5
3 1019 14,7
4 888 0,0
5 891 0,3
6 1126 26,8
7 888 0,0
8 888 0,0
9 888 0,0

Fonte: Elaborado pelos autores

TABELA 1
Volume de aço necessário para 
a viga-parede com aberturas em 
diferentes posições e comparação 
percentual com a estrutura maciça
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u  REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

Os resultados demonstram a dependên-
cia dos modelos em relação às condi-
ções geométricas e de carregamento, 
evidenciando a necessidade de estudar 
um modelo particular para cada projeto. 
No exemplo da viga-parede, mostrou-se 

o papel da OT na determinação de posi-
ções menos desfavoráveis de aberturas, 
o que é essencial para evitar o consumo 
desnecessário de armadura, e, conse-
quentemente, ajudar a produzir estrutu-
ras com menor pegada de carbono.
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