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Abstract  

Resumo

The classic series of tests on reinforced concrete beams conducted by Bresler and Scordelis 40 years ago is often used 
to calibrate finite element analysis models. This paper describes the modeling of these tests using four finite element 
programs: QUEBRA2D/FEMOOP (development system), FormWorks-VecTor2-Augustus (University of Toronto, Canada), 
ATENA 2D (Cervenka Consulting, Czech Republic) and DIANA (TNO Building and Construction Research, The Nether-
lands). In the development system, appropriate finite elements and constitutive models have been implemented for the 
representation of steel and concrete. The performed analyses assumed perfect bond between concrete and reinforce-
ment. However, a tension-stiffening model was considered after concrete started cracking. An anchorage system used 
in the experimental tests contributed to the adequacy of this assumption. Results demonstrate the efficiency of the 
implementations.

Keywords: beams; reinforced concrete; constitutive models; finite element method.

A série de ensaios clássicos em vigas de concreto armado conduzida por Bresler e Scordelis há 40 anos é comumente 
utilizada para a calibração de modelos em análise de elementos finitos. Este artigo descreve modelagem desses ensaios 
com a utilização de quatro programas de análise bidimensional por elementos finitos: QUEBRA2D/FEMOOP (plataformas 
de desenvolvimento), FormWorks-VecTor2-Augustus (Universidade de Toronto, Canadá), ATENA 2D (Cervenka Consult-
ing – Praga, República Tcheca), e DIANA (TNO Building and Construction Research, Delft, Holanda). Nas plataformas de 
desenvolvimento foram implementados modelos constitutivos e elementos finitos capazes de representar os materiais 
aço e concreto. As análises efetuadas admitiram aderência perfeita entre o concreto e a armadura. Considerou-se, 
entretanto, um modelo de tension-stiffening a partir da fissuração do concreto. A utilização de sistemas de ancoragem 
nas armaduras passivas levou a uma condição de aderência perfeita nas extremidades das vigas, contribuindo para a 
adequabilidade dessa hipótese. Os resultados obtidos demonstram a eficiência das implementações efetuadas.

Palavras-chave: vigas; concreto armado; modelos constitutivos; método dos elementos finitos.
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1 Introdução

Na evolução da análise não linear de estruturas de con-
creto armado utilizando o método dos elementos finitos, o 
trabalho pioneiro de Scordelis na década de 1960 definiu 
conceitos e critérios seguidos pela comunidade de pesquisa 
nesta área desde então. Dentre as muitas contribuições do 
Prof. Scordelis estão os ensaios clássicos de doze vigas de 
concreto armado (Bresler; Scordelis [1]) com o objetivo 
preliminar de investigar o comportamento de vigas ao cisa-
lhamento e também de produzir resultados experimentais 
visando apoiar trabalhos de desenvolvimento numérico em 
elementos finitos.
Outra grande contribuição para a modelagem da fissura-
ção foi a efetuada por Ngo; Scordelis [2]. Apesar de inicial-
mente terem desenvolvido um modelo simples, houve uma 
abertura no campo de desenvolvimento computacional para 
a simulação de fissuras em estruturas de concreto.
Estas vigas foram logo consideradas pela comunidade 
científica como uma série clássica de ensaios. Desde en-
tão esses resultados foram largamente utilizados como 
dados de referência para calibração e verificação de mo-
delagens numéricas de estruturas de concreto armado 
via método dos elementos finitos. Recentemente, em 
2004 (Vecchio; Shim [3]), outro programa experimental 
desenvolvido na Universidade de Toronto reproduziu os 
ensaios clássicos de vigas de concreto armado, porém 

com o traçado do comportamento pós-pico em termos de 
curvas força-deslocamento.
Neste trabalho são relatados resultados da modelagem 
dessas vigas utilizando as plataformas QUEBRA2D e 
FEMOOP, desenvolvidas no âmbito do Grupo de Mode-
lagem de Concreto, sediado na Escola Politécnica da 
Universidade de São Paulo e que envolve pesquisado-
res de outros centros de pesquisa como a Pontifícia 
Universidade Católica do Rio de Janeiro e a Universi-
dade Estadual de Campinas. Essa modelagem foi de-
senvolvida com o intuito de averiguar a capacidade dos 
programas em prever o comportamento de estruturas 
de concreto armado. Paralelamente estes resultados 
foram comparados com os obtidos pelas plataformas 
desenvolvidas na Universidade de Toronto pelo grupo 
coordenado pelo Prof. Vecchio e com as respostas da 
viga OA3 da referência (Vecchio; Shim [3]). Esses re-
sultados foram também confrontados com as respostas 
numéricas dos programas ATENA 2D, desenvolvido na 
República Tcheca, por Cervenka Consulting,  e DIANA 
desenvolvido na Holanda por TNO Building and Cons-
truction Research..

2 Programas FEMOOP e QUEBRA2D

O programa QUEBRA2D (Figura 1) constitui um simula-
dor gráfico interativo da evolução de danificação de ele-
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(solver) do sistema, e tem por objetivo processar o arqui-
vo de atributos da análise gerado pelo QUEBRA2D, chama-
do arquivo neutro e salvar os resultados em um arquivo de 
pós-processamento que retorna ao programa QUEBRA2D 
para visualização de resultados.

3 Detalhes das Vigas de Bresler 
 e Scordelis

As doze vigas ensaiadas foram divididas em quatro grupos 
contendo três vigas cada um assim definidos: o grupo OA 
(somente armaduras longitudinais de tração, sem estribos 
ou armaduras longitudinais de compressão) e grupos A, 
B e C (com estribos e armaduras longitudinais de tração 
e de compressão). As vigas pertencentes a cada grupo 
possuíam vãos diferentes e dimensões próximas de base e 
altura. A Tabela 1 apresenta o resumo dos dados das vigas 
ensaiadas. A Tabela 2 apresenta as propriedades físicas e 
mecânicas dos materiais aço e concreto utilizados.
As vigas foram ensaiadas em três pontos com carrega-
mento monotônico aplicado no meio do vão. Os estágios 
de carregamento foram feitos inicialmente em 40 kN e 
próximo da ruptura em 20 kN. Todas as vigas foram en-
saiadas aos 13 dias de idade.

mentos estruturais, sendo um projeto conjunto do Gru-
po de Modelagem de Estruturas de Concreto (GMEC) do 
Laboratório de Mecânica Computacional (LMC) da Escola 
Politécnica da Universidade de São Paulo (EPUSP) e o Te-
cgraf da Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro 
(PUC-Rio). QUEBRA2D atua como gerenciador de entrada 
e saída de dados e gerador de malhas adaptativas,. Todo 
o pós-processamento é efetuado no QUEBRA2D, incluindo 
a computação de parâmetros de fraturamento e geração 
de modelos correspondentes a sucessivos passos de pro-
pagação de fissuras. 
Em conjunto com o QUEBRA2D, é utilizado o FEMOOP (“Fi-
nite Element Method – Object Oriented Programming”), no 
qual estão implementadas toda a formulação do Método 
dos Elementos Finitos (MEF) e os algoritmos de análise 
numérica. O programa FEMOOP (Figura 2) é baseado no 
paradigma da programação orientada para objetos, sendo 
desenvolvido na linguagem de programação C++. Em am-
bas plataformas computacionais, QUEBRA2D e FEMOOP, 
foram implementadas rotinas necessárias à simulação de 
estruturas de concreto.
QUEBRA2D funciona como pré e pós-processador, sendo 
responsável pelo lançamento e edição de todos os atribu-
tos competentes à análise. FEMOOP é o módulo de análise 
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4 Análise pelo Método dos 
 Elementos Finitos

4.1 Modelo Constitutivo: Concreto Íntegro

O modelo constitutivo adotado nas modelagens bidimen-
sionais e implementado no sistema QUEBRA2D/FEMOOP 
foi o modelo de Ottosen [4]. Trata-se de um modelo de 
quatro parâmetros (“A”, “B”, “K1”, “K2”) cujo funcional é 
representado por:

sendo 
A, B, K1 e K2: parâmetros determinados experimentalmente, 
fcm: a resistência à compressão média do concreto, 
I1: o primeiro invariante do tensor de tensões, 
J2: o segundo invariante do tensor desviador de tensões e 
λ: calculado segundo os parâmetros K1, K2 e o invariante 
cos(3θ).

A superfície de ruptura é a descrita por esse funcional. A 
calibração paramétrica foi efetuada com base em testes 
realizados dentre as propostas de Ottosen [4], CEB [5] e 
Dahl [6]. Segundo testes conduzidos por Hartl [7] em en-
saios biaxiais no concreto, os melhores resultados foram 
alcançados segundo a formulação de Dahl [6] cujos parâ-
metros podem ser calculados por meio de:

Na zona de tração-tração, a superfície de ruptura de Otto-
sen [4] se aproxima do modelo de Rankine. A definição da 
superfície da plastificação é feita por meio de plasticidade 
associativa e o balanço energético é feito segundo algorit-
mo de retorno proposto por Owen; Hinton [8].
Nas plataformas da Universidade de Toronto (FormWorks-
VecTor2-Augustus) foi utilizado para o concreto comprimi-
do (pré-pico) o modelo constitutivo de Hognestad (Vec-
Tor2 [9]) cuja expressão é definida como:

sendo cσ  e ce , respectivamente, a tensão e a deforma-
ção limites do concreto utilizado. Para o concreto traciona-
do foi utilizado um modelo de Rankine.
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O modelo para o concreto em pós-pico,em compressão, foi 
definido conforme dois modelos:
a) O modelo modificado de Park (maiores detalhes deste 
modelo são apresentados em VecTor2 [9])
b). Um modelo de amolecimento na compressão descrito 
em Vecchio [10].
Para a avaliação da contribuição do concreto entre fissuras 
no banzo tracionado foi utilizado um modelo descrito em 
(Bentz [11]).
No programa ATENA 2D foi utilizado um modelo biaxial 
denominado SBETA definido em Chen; Saleeb [12], com 
comportamento não linear na compressão segundo o mo-
delo de Kupfer et al. [13]. No ramo de compressão-com-
pressão este critério estabelece que:

sendo cf  a resistência à compressão do concreto, σc1 e σc2 
as tensões principais no concreto e σc a nova resistência à 
compressão do concreto na situação de compressão-com-
pressão (solicitação biaxial).
No programa DIANA são utilizados modelos de plastici-
dade combinados quando a estrutura simulada apresenta 
simultaneamente zonas tracionadas e comprimidas. Neste 
caso o modelo para o concreto tracionado é o de Rankine 
e para o concreto comprimido podem ser utilizados os mo-
delos de Drucker-Prager ou de Mohr-Coulomb.

4.2 Modelo Constitutivo: 
 Concreto Fissurado

Acoplado com o modelo de integridade física, implementou-
se um modelo de fissuração distribuída do tipo rotacional 
cujo critério de aparecimento de fissuras está relacionado 
com as tensões de tração nos pontos de integração dos ele-
mentos finitos (oriundas da utilização do modelo de Ottosen 
[4]), comparadas com a resistência à tração do material. 
Após o aparecimento da primeira fissura utiliza-se um mo-
delo de amolecimento linear em tração. O mesmo modelo foi 
utilizado para as modelagens com o programa ATENA 2D.
No sistema (FormWorks-VecTor2-Augustus) utilizou-se o 
modelo definido em Vecchio [10] para o amolecimento em 
compressão e modelo linear de amolecimento em tração. 
A fissuração foi retratada via modelo distribuído rotacional.
No programa DIANA o comportamento pós-pico em tra-
ção também foi modelado supondo amolecimento linear e 
fissuração distribuída rotacional. Para endurecimento em 
compressão foi utilizado o modelo de Thorenfeldt (Diana 
User’s Manual [14]).
Partindo da utilização do modelo linear de amolecimento 
na tração, as aberturas das fissuras podem ser obtidas por 
meio de:
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sendo wcr a abertura das fissuras, Gf
  a energia de fratura 

no modo I, ecr a deformação da fissura e hcr a largura de 
banda de fissuração obtida por meio da raiz quadrada da 
área do elemento finito utilizado na modelagem.
As aberturas das fissuras foram computadas a partir 
das deformações nas fissuras que são dependentes 
dos modelos de ruptura adotados para o concreto e 
as armaduras de aço. As taxas de armadura utiliza-
das influem no nível de tensão no lado tracionado da 
estrutura que afetam as aberturas das fissuras. Con-
seqüentemente as aberturas nas fissuras são menores 
para taxas de armadura mais elevadas. As aberturas 
de fissuras dependem também do modelo de tension-
stiffening adotado.

4.3 Modelo Constitutivo: Armaduras

Para as armaduras foi utilizado o modelo de plasticidade 
de von Mises do tipo elastoplástico com encruamento li-
near. Neste caso o funcional que define a superfície de 
plastificação é definido como:

sendo fy a tensão de escoamento do material.
Entretanto, para uma situação uniaxial, bastaria utilizar um 
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modelo isotrópico comparando-se diretamente as tensões 
axiais obtidas com o valor da resistência ao escoamento 
do material. Pode também ser utilizado um modelo com 
encruamento linear no qual são informadas as tensões de 
plastificação e ruptura das armaduras de aço. A malha típi-
ca utilizada nas modelagens encontra-se na Figura 3. Nela 
podem ser observadas algumas armaduras lançadas como 
discretas e outras como incorporadas na malha. Os ele-
mentos finitos utilizados para o concreto foram quadráticos 
de oito nós (Q8)  e para as armaduras elementos isopara-
métricos unifilares lineares (dois nós). Todas as análises 
foram feitas sob a hipótese de estado plano de tensões.

5 Aspectos Importantes para Validação  
 de Programas de Elementos Finitos

Em geral, curvas do tipo força-deslocamento são utilizadas 
por diversos pesquisadores para a validação de progra-
mas ou implementações em elementos finitos no tocante 
à capacidade de prever o comportamento de estruturas 
de concreto. Entretanto, além do comportamento global, 
deve ser avaliado o comportamento de cada material em-
pregado na estrutura..
Assim, além das curvas força-deslocamento outros crité-
rios devem ser utilizados tais como:
• Abertura de fissuras e padrão de fissuração obtidos,  
 comparados com a resposta experimental;
• Tensões ou deformações nas armaduras e evolução  
 destas ao longo do carregamento aplicado;
• Deformações no concreto.
Portanto, considera-se validado um procedimento de aná-
lise caso as respostas numéricas encontradas reproduzam 
adequadamente os resultados experimentais com relação 
aos critérios mencionados.

6 Resultados Obtidos

A Tabela 3 ilustra os resultados obtidos em termos de car-
ga de ruptura e deslocamentos na ruptura resultantes das 
modelagens efetuadas com os quatro sistemas utilizados. 
As curvas força-deslocamento obtidas encontram-se nas 
Figuras 4 a 7.
De um modo geral obteve-se boa correlação entre as res-
postas numéricas e os resultados experimentais de Bresler 
e Scordelis. Particularmente os deslocamentos calculados 
com o programa FEMOOP ficaram muito próximos das res-
postas experimentais, sobretudo para as vigas sem estri-
bos (OA1, OA2 e OA3), e também para as vigas A3, B1, 
B2 e C2. Em termos de carga de ruptura os valores en-
contrados nas modelagens efetuadas no FEMOOP tiveram 
boa correlação com os ensaios experimentais para todas 
as vigas com exceção da viga C3.
Já o sistema VecTor2 produziu respostas mais coerentes 
com os resultados de Bresler e Scordelis em termos de 
deslocamentos que em termos de carga de ruptura. A uti-
lização de diferentes modelos constitutivos levou às res-
postas variadas encontradas pelo FEMOOP e VecTor2. Para 
a viga C1 os deslocamentos obtidos pela via numérica fo-
ram os mesmos obtidos pela via experimental.

É importante salientar que a utilização de um modelo de 
amolecimento linear, com parâmetros constantes, para as 
vigas de Bresler e Scordelis, com elevada taxa de armadu-
ra de flexão e com barras de elevado diâmetro, tem uma 
influência significativa nos resultados. Normalmente, es-
ses modelos lineares de tension-stiffening têm seus parâ-
metros estabelecidos para vigas com taxas de armaduras 
moderadas ou baixas, e com barras de diâmetros menores 
que os utilizados nesses ensaios.
Com a finalidade de averiguar outras respostas numéricas 
produzidas pelos programas, foram visualizadas as abertu-
ras das fissuras (Figura 8) e as tensões nas armaduras lon-
gitudinais de tração (Figura 9) com a evolução das defor-
mações com a aplicação do carregamento (Figura 10) para 
a viga OA3. Foram inclusive utilizados outros dois progra-
mas, ATENA 2D e DIANA. Nessa viga, todas as respostas 
numéricas em termos de carga-deslocamento situaram-se 
próximas do comportamento experimental; particularmen-
te, as respostas obtidas pelo ATENA 2D e DIANA  foram 
praticamente as mesmas. Os padrões de fissuração numé-
ricos que mais se aproximaram das experimentais (Figura 
8) foram os obtidos com FEMOOP e com ATENA 2D.
Na Figura 8, o padrão de fissuração obtido numericamente 
é de muitas fissuras pouco espaçadas, enquanto o padrão 
observado experimentalmente é de poucas fissuras mais 
espaçadas. As vigas de Bresler e Scordelis apresentam 
uma elevada taxa de armadura de flexão e foram armadas 
com barras de elevado diâmetro. Isto dificulta a aproxima-
ção do padrão de fissuração com um modelo de tension-
stiffening linear de parâmetros constantes. Este modelo 
deveria levar em conta o diâmetro das barras e a taxa 
de armadura tracionada para representar adequadamente 
a contribuição do concreto entre fissuras. Portanto, essa 
divergência entre os padrões de fissuração leva a curvas 
força-deslocamento obtidas numericamente mais rígidas 
que as curvas experimentais. 
Com o programa FEMOOP obteve-se uma abertura máxi-
ma de fissuras na região tracionada de 0,29 mm em com-
paração com 0,30 mm obtida com VecTor2, 0,28 mm com 
DIANA e 0,51 mm com ATENA 2D. Já as tensões de cisa-
lhamento obtidas para o concreto na região do apoio foram 
de 3,10 MPa e 3,21 MPa respectivamente para FEMOOP e 
VecTor2. Para ATENA 2D e DIANA, os valores encontrados 
foram respectivamente de 2,68 MPa e 3,29 MPa. Observa-
se também uma deformação máxima avaliada numerica-
mente nas armaduras longitudinais de tração de 1,86‰ 
e 1,91‰ respectivamente para FEMOOP e VecTor2. Para 
ATENA 2D e DIANA as deformações nas armaduras fica-
ram respectivamente em 2,0‰ e 1,94‰. Isso indica a 
tendência de proximidade de respostas em modelagens 
computacionais para as quatro plataformas em questão.
A Tabela 4 apresenta os resultados numéricos de abertura 
de fissuras comparados aos valores experimentais encon-
trados nos ensaios de Vecchio; Shim [3] (pois os ensaios 
de Bresler e Scordelis só possuem informação das curvas 
força-deslocamento obtidas). A comparação entre abertu-
ra de fissuras teria mais sentido para cargas de serviço, 
porém, só estavam disponíveis as aberturas para a carga 
de ruptura. Tais vigas possuíam características semelhan-
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tes às vigas de Bresler e Scordelis com um único dife-
rencial em termos do diâmetro das barras (porém com 
mesma taxa geométrica de armadura de flexão e cisalha-
mento). Isto impossibilitou a comparação em termos de 
tensões nas armaduras de tração. O concreto e demais 
características das vigas eram similares.
De uma maneira geral os resultados encontrados foram 
satisfatórios. Entretanto os programas não foram capazes 
de prever as grandes aberturas de fissuras das vigas A2, 
A3, B2 e B3. 

7 Conclusões

Este trabalho procurou reproduzir numericamente ensaios 
clássicos de vigas de concreto armado a fim de validar 
um programa de elementos finitos, FEMOOP, em desen-
volvimento contínuo pelo grupo de pesquisa. As respostas 
produzidas pelo programa FEMOOP foram também com-
paradas com respostas obtidas com o programa VecTor2, 
desenvolvido na Universidade de Toronto, com o programa 
ATENA 2D desenvolvido por Cervenka Consulting, Repú-
blica Tcheca, e com o programa DIANA desenvolvido pelo 

TNO Building and Construction Research, Holanda . Os re-
sultados permitem concluir que:
a) De um modo geral obteve-se boa correlação entre as 
respostas numéricas e os resultados experimentais de 
Bresler e Scordelis;
b) Os deslocamentos determinados com o programa FE-
MOOP ficaram muito próximos das respostas experimen-
tais, sobretudo para as vigas sem estribos (OA1, OA2 e 
OA3), e também para as vigas A3, B1, B2 e C2;
c) Em termos de carga de ruptura, os valores encontrados 
com o FEMOOP tiveram boa correlação com os resultados 
experimentais para todas as vigas com exceção da viga C3;
d) Já o programa VecTor2 produziu respostas mais coeren-
tes com os resultados de Bresler e Scordelis em termos de 
deslocamento que em termos de carga de ruptura. Para 
a viga C1 o deslocamento numérico obtido foi o mesmo 
apresentado pela viga ensaiada; os diferentes modelos 
constitutivos usados em cada programa levaram às dife-
rentes respostas encontradas;
e) Na viga OA3 todas as respostas numéricas em termos de 
carga-deslocamento situaram-se próximas às observações 
experimentais; particularmente as respostas obtidas com 
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ATENA 2D e DIANA, que foram praticamente as mesmas.
f) De uma maneira geral os resultados encontrados em 
termos de aberturas de fissuras para todas as vigas con-
forme a Tabela 4 foram satisfatórios porém os programas 
não foram capazes de prever adequadamente as grandes 
aberturas de fissuras das vigas A2, A3, B2 e B3; o mode-
lo de fissuração distribuída adotado é interessante para a 
previsão de aberturas de fissuras até 1,0 mm; melhores 
resultados quanto à previsão de fissuras com grande aber-
tura poderiam ser obtidos com um modelo de fissuração 
incorporada para prever fortes descontinuidades.
g) Os resultados obtidos fornecem fortes indicativos de 
que o programa FEMOOP seja capaz de representar com 

suficiente realismo o comportamento de estruturas de 
concreto a partir das implementações realizadas neste 
trabalho.
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